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摘要 洛瓦兹局部引理是组合数学和概率论中的重要工具, 其最主要的用途之一是证明当约束之间

“弱相关” 时, 满足复杂约束的组合对象存在. 自从 1975 年 Erdős 和 Lovász 提出洛瓦兹局部引理以

来,局部引理在组合数学、理论计算机和物理学等领域已经有了很多应用. 近年来,为了扩展局部引理

的应用范围, 人们提出了很多新版的局部引理, 尤其是在构造版本局部引理上取得了重大的突破. 本

文将综述局部引理近年来最新的研究进展,包括几种最主要的局部引理变种以及它们在计算机科学和

物理学中的应用. 特别的, 我们将给出抽象版本、Lopsided 版本、变量版本和量子版本局部引理紧的

条件, 并讨论抽象版本紧的条件同统计物理、量子版本紧的条件同量子物理之间的联系. 同时, 我们还

将以布尔可满足性问题和量子可满足性问题为例, 说明局部引理在证明问题有解、找到问题的解以及

对问题的解进行计数和采样等方面的应用.
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1 引言

1975年,著名数学家 Erdős和 Lovász提出了洛瓦兹局部引理 [1]. 该引理一经提出之后,就成为了

最重要的概率方法之一 [2]. 最初的洛瓦兹局部引理关心的是如下问题, 给定一组坏事件之间的依赖关

系, 当这些坏事件的概率满足什么条件时, 可以保证所有的坏事件均不发生. 近年来, 人们发展了各种

新版本的局部引理, 如 Lopsided 版本、变量版本、量子版本和构造版本, 并且发现了它们在计算机和

物理学等领域的很多新应用 [3]. 本文将综述近年来洛瓦兹局部引理的新变种及其应用.
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图 1 依赖图的例子. (a) 3 个事件; (b) 4 个事件

Figure 1 Examples of the dependency graph. (a) Three events; (b) four events

2 抽象版本局部引理

给定概率空间中的一组坏事件 A = {A1, . . . , Am}, 假定这些事件的概率依次为 p1, . . . , pm. 局部

引理关心当这组事件的概率向量 p = (p1, . . . , pm) 满足什么条件时, 可以保证所有的坏事件都不发生.

我们首先来考虑两种极端情况, 即所有事件全独立和所有事件全相关. 当这组事件全独立时, 只要每

个事件的概率均小于 1, 即可保证所有的坏事件不发生. 当这组事件全相关时, 只有所有事件的概率

之和小于 1, 才能保证所有的坏事件不发生. 对于一般情况, 事件集 A 中坏事件的依赖关系可以由一
个无向图 GD = ([m], E) 刻画, 其中 GD 的每个顶点 i ∈ [m] 对应一个坏事件 Ai, 并且 Ai 同所有的

{Aj : j ̸= i, (i, j) ̸∈ E} 相互独立. 我们称 GD 为事件集 A 的依赖图, 并用 Γi 表示顶点 i 在 GD 中的

邻居. 例如, 图 1(a) 所示的 3 个事件全相关, 图 1(b) 所示的 4 个事件, A1 与 A3 独立, A2 与 A4 独立.

局部引理关心给定依赖图, 当事件的概率满足什么条件时能同时避开所有的坏事件, 也就是要刻画依

赖图的抽象内部.

定义1 (图的抽象内部) 图 GD 的抽象内部, I(GD), 定义为

I(GD) =
{
p :对于任意的依赖图为 GD 的事件集 A, 若其概率向量为 p,

则 Pr
(
∩A∈AA

)
> 0 始终成立

}
.

因为依赖图只给定了事件之间的依赖关系, 对事件的形式没有任何其他的要求, 因此, 我们称相

关局部引理为抽象版本局部引理 (abstract LLL). 容易验证, 图 1(a) 中所示的依赖图 GD 对应的抽象

内部为 I(GD) = {p : p1 + p2 + p3 < 1}, 即图 2(b) 中三角形以下所有的概率向量都属于 I(GD).

2.1 最常用的局部引理及其在 k-SAT 上的应用

最简单的局部引理形式如下.

定理1 [4, 5] 给定图 GD = ([m], E)和 p ∈ (0, 1),令 d为 GD 中顶点的最大度.如果 e · p · d 6 1,则

p = (p, . . . , p) ∈ I(GD).

下面我们来看一看定理 1 在 k-SAT 问题上的应用. 如果一个合取范式的每个子句都恰好包含 k

个文字,我们称该合取范式为一个 k-SAT实例. 如 Φ = (x1∨x2)∧ (x2∨x3)∧ (x3∨x1)就是一个 2-SAT

实例. 由定理 1, 我们可以证明如下推论.

推论1 [2] 给定一个 k-SAT 的实例 Φ, 如果其每个子句最多同其他 ⌊2k/e⌋ 个子句共用变量, 则 Φ

是可满足的.

证明 我们把 Φ涉及的所有变量看作是独立随机变量, 每个随机变量以 1/2的概率取值为 0, 以

1/2 的概率取值为 1. 对 Φ 的每个字句定义一个坏事件, 其中 Ai 发生当且仅当第 i 个子句不被满足.

由 Φ是一个合取范式, 容易验证, 任何一个坏事件发生的概率均为 1/2k, 且 Φ可满足当且仅当所有的
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图 2 不同版本局部引理所刻画的概率向量. (a) 定理 3; (b) 定理 4; (c) 定理 9

Figure 2 The probability vectors characterized by different LLLs. (a) Theorem 3; (b) Theorem 4; (c) Theorem 9

坏事件均不发生. 令 GD 为这些坏事件对应的依赖图, 其中顶点 i 与 j 之间连一条边, 当且仅当第 i

个子句与第 j 个子句共用变量. 因为 Φ 的每个子句最多同其他 ⌊2k/e⌋ 个子句共用变量, 则 GD 中任

何一个顶点的度均不超过 ⌊2k/e⌋. 由 e · 1/2k · ⌊2k/e⌋ 6 1, 结合定理 1, 本推论成立.

事实上, 推论 1 在渐进意义下是紧的. 2016 年, Gebauer 等 [6] 证明了如下定理.

定理2 [6] 存在常数 c, 使得对于任意的正整数 k, 均存在一个不可满足的 k-SAT 的实例 Φ, 其每

个子句最多同其他 ⌊2k(1/e+ c/
√
k)⌋ 个子句共用变量.

如定理 1 所示, 最初的局部引理中所有坏事件的概率是相等的. 1977 年, Spencer [4] 将局部引理

推广到了坏事件的概率不同的情况.

定理3 [4] 给定图 GD = ([m], E) 和向量 p ∈ (0, 1)m, 如果存在实数 x1, . . . , xm ∈ (0, 1) 使得

pi 6 xi

∏
j∈Γi

(1− xj) 对任意的 i ∈ [m] 均成立, 则 p ∈ I(GD).

对于绝大多数依赖图,定理 3所刻画的概率向量依然只是抽象内部的真子集. 以图 1(a)所示的依

赖图为例,定理 3所刻画的概率向量如图 2(a)所示. 而如之前所述,图 2(b)中三角形以下所有的概率

向量都属于该依赖图的抽象内部.

定理 1 和 3 是使用得最广的局部引理. 除了应用到 k-SAT 问题之外, 其他应用还包括超图染

色 [7]、拉姆塞数 [4] 等. 更多应用可以参见文献 [2].

2.2 抽象版本紧的条件及其物理内涵

定理 1 和 3 所刻画的概率向量都只是抽象内部的真子集. 1985, Shearer [5] 首先给出了抽象内部

的精确刻画. 给定图 GD = ([m], E),令 Ind(GD)表示由 GD 的独立集构成的集合.对于任意的长为 m

的向量 λ, 令 I(GD,λ) =
∑

S∈Ind(GD)

∏
i∈S λi. 对于 GD 任意的诱导子图 G, 令 λ(G) 为 G 中的顶点

对应的 λ 的元素组成的向量. 则有如下定理.

定理4 [5] 给定图 GD = ([m], E) 和概率向量 p ∈ (0, 1)m, p ∈ I(GD) 当且仅当对于 GD 任意的

诱导子图 G, I(G,−p(G)) > 0 始终成立. 如果 p ∈ I(GD), 则对于任意依赖图为 GD, 概率向量为 p 的

事件集 A 均有 Pr
(
∩A∈AA

)
> I(GD,−p), 且存在事件集使等号成立.

1682

 https://engine.scichina.com/doi/10.1360/SSI-2019-0287



中国科学 :信息科学 第 50 卷 第 11 期

以图 1(a) 中的依赖图为例, 容易验证定理 4 所刻画的抽象内部为 {p : p1 + p2 + p3 < 1}, 即恰好
包含图 2(b) 中三角形以下所有的概率向量. I(GD,λ) 被称为 GD 的独立集多项式, 是被研究的最多

的图多项式之一, 在组合数学和计算机科学中有很多应用. I(GD,λ) 也是统计物理中硬核晶格气模型

的配分函数, 其中 λ ∈ Cm. 物理学家们尤其关心 I(GD,λ) = 0 对哪些 λ 成立. 他们很早就注意到了

局部引理和硬核晶格气模型之间的联系 [8∼10]. 除了形式上的一致之外,这种联系还体现在如下两个方

面. 第 1, 若 p 是由 Shearer 界算出的使得 I(GD,−pm) = 0 成立的最小概率, 则 −p 恰好也是硬核晶

格气模型配分函数的第 1个负的逸度零点 (fugacity zero),在该零点,一些热力学量会展现出非平凡的

属性. 第 2, 若 p ∈ I(GD) 且 |λi| 6 pi 对于任意的 i ∈ [m] 成立, 则 I(GD,λ) ̸= 0 [11]. 借助局部引理与

硬核晶格气模型配分函数之间的联系以及统计物理中配分函数研究的新进展,人们发现了新的局部引

理, 即团展开局部引理, 并利用该引理改进了一些组合问题的界 [12]. 关于独立集多项式研究的最新进

展, 可参见文献 [13, 14].

2.3 其他的中间版本与应用

尽管 Shearer 界对抽象版本局部引理是紧的, 但判定一个概率向量是否落在 Shearer 界之内却是

#P 难的 [13]. 因此, 人们发展了一系列比定理 3 的界更好同时又相对容易计算的局部引理, 如团局

部引理 [15]、团展开局部引理 [12], 并将它们应用到了 k-SAT、特定类型的图染色和拉丁排列 (Latin

transversals) 等问题. 相关工作可以参见 Szegedy 的综述 [3].

3 Lopsided 版本局部引理

本节将介绍抽象版本局部引理的一种有趣的推广, 即 Lopsided 版本局部引理 (Lopsided LLL). 在

抽象版本局部引理中, 事件集 A 中坏事件的依赖关系由依赖图 GD = ([m], E) 刻画, 其中每个坏事件

Ai 同所有的 {Aj : j ̸= i, j /∈ Γi} 相互独立. 在 Lopsided 版本局部引理中, 事件集 A 中坏事件的依赖
关系由负依赖图刻画 [16], 无向图 GD 为事件集 A 的负依赖图, 当且仅当 GD 的每个顶点 i 对应一个

坏事件 Ai, 且对于任意的顶点 i ∈ [m] 和任意顶点集 K ⊆ [m] \ (Γi ∪ {i}), Pr(Ai|
∪

k∈K Aj) > Pr(Ai)

成立. 也就是说, Ai 同其在 GD 中的非邻居倾向于同时发生. 换句话说, GD 中的边刻画的是事件之

间倾向于不同时发生的依赖关系, 因此, 我们称 GD 为 “负” 依赖图. 容易验证, 对于任意一个事件集

A, 如果 GD 是事件集 A 的依赖图, 则 GD 一定也是 A 的负依赖图.

在一些应用中, 坏事件集合对应的依赖图很稠密, 而负依赖图却很稀疏. 因此, 抽象版本局部引理

的条件无法满足,而应用 Lopsided版本局部引理却可以算出很好的界. 我们考虑 Lopsided版本局部引

理的一个重要应用, 即证明满足一定条件的排列的存在性 [16∼19]. 假设我们希望证明存在 {1, 2, . . . , n}
的一个排列, 满足对于任意的 i ∈ [n], 数 i不落在排列的第 i个位置.由此, 我们可以定义 n个坏事件,

{A1, A2, . . . , An}, 其中 Ai 表示数 i 落在排列的第 i 个位置. 容易验证, 这 n 个事件的依赖图是一个大

小为 n 的团, 因为所有的事件都相关. 而这 n 个事件的一个负依赖图却是一个大小为 n 的独立集, 因

为所有的坏事件是正相关的.

Lopsided版本局部引理关心给定负依赖图,当事件的概率满足什么条件时能同时避开所有的坏事

件, 也就是要刻画负依赖图的 Lopsided 内部.

定义2 (图的 Lopsided 内部) 图 GD 的 Lopsided 内部, LI(GD), 定义为

LI(GD) =
{
p :对于任意的负依赖图为 GD 的事件集 A, 若其概率向量为 p,
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则 Pr
(
∩A∈AA

)
> 0 始终成立

}
.

下面的两个定理是定理 1 和 3 向负依赖图的推广.

定理5 给定图 GD = ([m], E) 和 p ∈ (0, 1), 令 d 为 GD 中顶点的最大度. 如果 e · p · d 6 1, 则

p = (p, . . . , p) ∈ LI(GD).

定理6 给定图 GD = ([m], E) 和向量 p ∈ (0, 1)m, 如果存在实数 x1, . . . , xm ∈ (0, 1) 使得 pi 6
xi

∏
j∈Γi

(1− xj) 对任意的 i ∈ [m] 均成立, 则 p ∈ LI(GD).

可以证明, Shearer 界对 Lopsided 版本局部引理依然是紧的, 即有如下定理.

定理7 [5] 给定图 GD = ([m], E) 和向量 p ∈ (0, 1)m, p ∈ LI(GD) 当且仅当对于 GD 任意的诱导

子图 G, I(G,−p(G)) > 0 成立. 如果 p ∈ LI(GD), 则对于任意负依赖图为 GD, 概率向量为 p 的事件

集 A 均有 Pr
(
∩A∈AA

)
> I(GD,−p), 且存在事件集使等号成立.

下面介绍 Lopsided 版本局部引理在 k-SAT 问题上的应用. 2016 年, Gebauer 等 [6] 运用定理 6 证

明了如下推论.

推论2 [6] 给定一个 k-SAT 的实例 Φ, 如果其每个变量最多被 ⌊2k+1/(e(k + 1))⌋ 个子句共用, 则

Φ 是可满足的.

事实上, 推论 2 在渐进意义下也是紧的, 因为有如下定理.

定理8 [6] 存在常数 c, 使得对于任意的 k, 均存在一个不可满足的 k-SAT 的实例 Φ, 其每个变量

最多被 ⌊(2/e+ c/
√
k)2k/k⌋ 个子句共用.

Lopsided 版本局部引理在组合数学和理论计算机中还有其他很多有趣的应用, 比如拉丁排

列 [12,16,18]、超图上的匹配 [20]、特定类型的图染色 [19]、纠错码的存在性证明 [21] 等. 关于 Lopsided版

本局部引理的应用的详细介绍可参见文献 [20, 22].

4 变量版本局部引理

在抽象版本局部引理中, 依赖图只给出了事件之间是否存在依赖关系, 却没有刻画它们如何相互

依赖. 我们考虑如下提供了更丰富的事件结构的刻画. 设事件集 A = {A1, . . . , Am} 由集合 X =

{X1, . . . , Xn} 中的随机变量决定. 这里, 每个 Xi 既可以是连续变量, 也可以是离散变量, 且集合 X 中
所有的随机变量相互独立. 对任意的 i ∈ [m], 令 Xi ⊆ X 表示 Ai 所依赖的所有随机变量构成的集合.

则这些事件和变量之间的依赖关系可以完全由一个二部图 GB = ([m], [n], E) 刻画, 其中, 对于任意的

(i, j) ∈ [m]× [n], (i, j) ∈ E 当且仅当 Xj ∈ Xi. 我们称 A 是由变量集 X 生成的事件系统, 称 GB 为 A
对应的事件 – 变量图.

考虑 2-SAT实例 Φ = (x1 ∨ x2)∧ (x2 ∨ x3)∧ (x3 ∨ x1). 对于任意的 i ∈ {1, 2, 3}, 定义随机变量 Xi,

其中 Xi = 0表示 xi 取值为 0, Xi = 1表示 xi 取值为 1, 且令 Pr(Xi = 0) = Pr(Xi = 1) = 1/2. 对于任

意的 j ∈ {1, 2, 3}, 定义坏事件 Aj 为 Φ 的第 j 个子句不被满足. 容易验证事件集 A = {A1, A2, A3} 的
事件 – 变量图如图 3(a) 所示.

事件 – 变量图是对坏事件集合的一种很自然的刻画. 在局部引理的绝大多数应用中, 坏事件都是

由一系列独立的随机变量决定的, 如超图染色 [7]、可满足性问题 [6, 23,24]、无环图的边染色 [25] 等. 近

年来, 构造版本局部引理上的重大突破也是基于变量模型的 [26, 27].
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(a) (b)

A1

A2

A3

X1

X2

X3

A1

A2

A3

A4

X1

X2

X3

X4

图 3 事件 – 变量图的例子. (a) 3 个事件; (b) 4 个事件

Figure 3 Examples of the event-variable graph. (a) Three events; (b) four events

变量版本局部引理 (variable LLL) 关心给定事件 – 变量图, 当事件的概率满足什么条件时能同时

避开所有的坏事件, 也就是要刻画事件 – 变量图的变量内部.

定义3 (二部图的变量内部) 二部图 GB 的变量内部, VI(GB), 定义为

VI(GB) =
{
p :对于任意的事件 – 变量图为 GB 的事件集 A, 若其概率向量为 p,

则 Pr
(
∩A∈AA

)
> 0 始终成立

}
.

给定二部图 GB = ([m], [n], E), 我们称 [m] 中的顶点为左顶点, [n] 中的顶点为右顶点, 并按如下

方式定义 GB 的基图.

定义4 (二部图的基图) 二部图 GB = ([m], [n], E) 的基图为 GD(GB) = ([m], E′), 其中 E′ =

{(v1, v2) : v1, v2 均为左顶点且 v1, v2 同时与某个右顶点相邻}.

容易验证, 若 GB 是事件系统 A 的事件 – 变量图, 则 GD(GB) 是 A 的一个依赖图. 以之前为

2-SAT 实例 Φ = (x1 ∨ x2) ∧ (x2 ∨ x3) ∧ (x3 ∨ x1) 定义的事件集 A = {A1, A2, A3} 为例. 图 3(a) 是 A
的事件 – 变量图, 容易验证图 3(a) 的基图即是图 1(a), 而图 1(a) 则是 A 的依赖图.

对于任意的概率向量 p,如果 p ̸∈ VI(GB),则由 VI(GB)的定义有存在事件 –变量图为 GB 概率

向量为 p 的事件集 A 使得 Pr
(
∩A∈AA

)
= 0. 因为 A 也是一个依赖图为 GD(GB) 的事件集, 我们有

p ̸∈ I(GD(GB)). 因此, 对于任意的二部图 GB , I(GD(GB)) ⊆ VI(GB). 如果 I(GD(GB)) ̸= VI(GB),

我们称 Shearer 界对 GB 不紧, 或 GB 变量版本与抽象版本有差异. 人们猜测, Shearer 界对很多二部

图都不紧. 但在很长一段时间里,人们仅知道唯一一个 Shearer界不紧的二部图,即图 3(b) [28],对二部

图的变量内部也没有超出 Shearer 界的刻画. 在对由变量生成的事件系统应用局部引理时, 人们通常

直接忽略掉变量信息, 将事件之间的依赖关系抽象为依赖图, 并使用抽象版本局部引理. 因为 Shearer

界对抽象版本局部引理是紧的, 这样找到的条件不可能超出 Shearer 界.

4.1 变量版本紧的条件

2017 年, 何昆等 [29] 刻画了变量版本局部引理紧的条件, 并找到了一系列变量版本与抽象版本有

差异的二部图. 本小节给出这一条件.

如果一个二部图不连通,则此二部图的变量内部即是其连通分量的变量内部的直积.因此,我们只

需考虑那些连通的二部图. 我们首先定义二部图的变量边界.

定义5 (二部图的变量边界) 二部图 GB 的变量边界, V∂(GB), 定义为

V∂(GB) =
{
p : (1− ϵ)p ∈ VI(GB) 和 (1 + ϵ)p /∈ VI(GB) 对任意的 ϵ ∈ (0, 1) 成立

}
.
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X
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X
2

X
3

O

图 4 定理 9 中规划的直观含义

Figure 4 Intuition of the programme in Theorem 9

我们称 p ∈ V∂(GB) 为 GB 的变量边界向量.

刻画二部图的变量内部等价于刻画其变量边界. 2017 年, 何昆等 [29] 提出了一个数学规划来刻画

二部图的变量边界.

定理9 [29] 给定二部图 GB = ([m], [n], E) 和向量 p ∈ (0, 1)m, 令 d = (d1, . . . , dn), 其中 dj 是 GB

的右顶点 j 的度. 则 λp 是 GB 的变量边界向量当且仅当 λ 是如下规划的最优解:

min λ

s.t. (1) 对于任意的 k1 ∈ [d1], . . . , kn ∈ [dn],
∑
i∈[m]

Ci,k1,k2,...,kn > 1;

(2) 对于任意的 (i, j) ∈ ([m]× [n]) \ E, Ci,k1,k2,...,kn不依赖于kj ;

(3) 对于任意的 i ∈ [m],
∑

k1∈[d1],...,kn∈[dn]

 ∏
j∈[n]

xjkj

Ci,k1,k2,...,kn = λpi;

(4) 对于任意的 j ∈ [n],
∑

k∈[dj ]

xjk = 1;

(5) 对于任意的 j ∈ [n], k ∈ [dj ], xjk ∈ [0, 1];

(6) 对于任意的 i ∈ [m], k1 ∈ [d1], . . . , kn ∈ [dn], Ci,k1,k2,...,kn ∈ {0, 1}.

以图 3(a) 中的二部图为例, 具体说明定理 9 中规划的直观含义. 对图 3(a) 中的二部图, 有 m =

n = 3. 我们把事件 A1, A2, A3 看成是三维坐标空间中的柱体. A1 事件只同 X1, X2 有关, 同 X3 无关.

因此, A1 可以看作是底面在 X1OX2 平面的柱体. 类似地, A2 可以看作是底面在 X2OX3 平面的柱体,

A3 可以看作是底面在 X1OX3 平面的柱体. 上述规划本质上是说, 三维单位立方体被划分成了 8 个小

立方体, A1, A2, A3 中的每个柱体都是若干个小立方体的并, 如图 4 所示.

具体的, 上述规划的第 5 条约束限定了 Xj 坐标轴上的区间被划分成了 dj 段, 其中第 k 段的长

度为 xjk. 因为图 3(a) 满足 d1 = d2 = d3 = 2, 所以三维立方体被划分成了 8 个小立方体. 设这 8 块小

立方体的编号分别为 111, 112, 121, 122, 211, 212, 221, 222. 其中, 第 k1k2k3 号小立方体的长宽高分别

由 x1k1 , x2k2 和 x3k3 表示. 因此, 第 k1k2k3 号小立方体的体积是
∏

j∈[3] xjkj .

上述规划的第 4 条约束限定我们考虑单位立方体, 即整个大立方体的长宽高都是 1.

柱体 Ai 是否包含第 k1k2k3 号小立方体由 Ci,k1,k2,k3 表示. 如果 Ci,k1,k2,k3 = 1,则柱体 Ai 包含第

k1k2k3 号小立方体; 否则 Ci,k1,k2,k3 = 0, 柱体 Ai 不包含第 k1k2k3 号小立方体. 上述规划的第 6 条约

束限定了 Ci,k1,k2,k3 的取值只能是 0 和 1, 因此, 任何一个小立方体 k1k2k3 要么被包含在柱体 Ai 之

中, 要么和柱体 Ai 的交为空.
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容易验证,柱体 Ai 的体积是
∑

k1∈[d1],...,kn∈[dn]
(
∏

j∈[n] xjkj )Ci,k1,k2,...,kn . 因此,上述规划的第 3条

约束限定了柱体集满足体积要求, 即柱体 Ai 的体积恰好为事件 Ai 的概率 λqi.

上述规划的第 2 条约束限定了 A1, A2, A3 符合图 3(a) 中事件和变量的依赖关系. 如对于任意的

k1, k2, k3, C1,k1,k2,k3 不依赖于 k3, 即事件 A1 不依赖于变量 X3.

上述规划的第 1 条约束限定了这 8 个小立方体中的每一个一定被某个柱体包含, 因而, 整个单位

立方体被柱体 A1, A2, A3 的并撑满, 即 Pr
(
∩iAi

)
= 0.

4.2 圈二部图的变量边界

本小节给出圈二部图的变量边界. 圈二部图是一类很重要的二部图, 人们所知的第一个变量版本

与抽象版本有差异的例子, 就是图 3(b) 所示的圈二部图.

定义6 (圈二部图) 对于任意的 n > 4,如果一个二部图的基图是长为 n的圈,我们称该二部图为

长为 n的圈二部图. 如果一个二部图的基图是长为 3的圈, 且此二部图中不存在一个右顶点同时与所

有的左顶点相邻, 我们称该二部图为长为 3 的圈二部图. 长为 n 的圈二部图也简称为圈二部图.

在考察长为 n的圈二部图时,为了表达的简洁性,有时我们会把标号 i ∈ [n]记为 n+ i. 例如 pn+1

是指 p1.

令 Gn = ([n], [n], En), 其中 En = {(i, i), (i, (i+ 1)) : i ∈ [n]}. 例如, G3 和 G4 分别如图 3(a) 和 (b)

所示. 不难验证, 任何一个长为 n 的圈二部图的变量边界都和 Gn 的变量边界相同. 因此, 我们只需要

考虑 Gn. 基于定理 9, 何昆等 [29] 给出了 Gn 变量边界的精确刻画.

定理10 [29] 给定向量 p ∈ (0, 1)n,对于任意的 i ∈ [n],令 λi为如下方程组的最小正数解: b1 = λpi,

对任意的 2 6 k 6 n− 1, bk = λpk+i−1

1−bk−1
, bn−1 = 1− λpi−1. 令 λ0 = mini∈[n] λi. 则 λ0p 是 Gn 的变量边

界向量.

由定理 10, 我们可以得到最简单的圈二部图 G3 的变量边界向量.

例1 [29] 设向量 p ∈ (0, 1)3 满足 p1 + p2 + p3 = 1. 由定理 10 有, 对于任意的 i ∈ {1, 2, 3},
λi =

1−
√

1−4pipi+2

2pipi+2
. 因为函数 1−

√
1−2x
x 在 x > 0 时随 x 单调递增, 则 λ0 = mini∈[3] λi = λj , 其中 j 满

足 pipi+2 在 i = j 时取得最小值. 例如, 如果 p1 > p2 且 p1 > p3, 则 λ3p = 1−
√
1−4p2p3

2p2p3
p 是 G3 的变量

边界向量.

图 2(c) 所示的就是 G3 的变量边界. 可以看到, G3 的变量边界同图 2(b) 所示的 GD(G3) 的抽象

内部的边界不同. 也就是说, G3 的变量内部超出了 Shearer 界.

5 量子版本局部引理

物理学家感兴趣的绝大多数系统都可以由局域哈密尔顿量 H =
∑

i Hi 刻画, 其中每个局域的项

Hi 非平凡地作用在 H 的部分 qudit 上. 如果 Hi 非平凡地作用在不超过 k 个 qudit 上, 我们称其为

k- 局域的. 如果 H 的基态同时也是每个 Hi 的基态, 我们称 H 是无忧的 (frustration free). 无忧的局

域哈密尔顿量有零能量的基态, 在物理学中有很多应用 [30,31].

在计算机科学中, 无忧的局域哈密尔顿量被称为可满足的, 判定一个给定的局域哈密尔顿量是否

是无忧的被称为量子可满足性问题 (quantum SAT), 简称 QSAT. 人们已经证明, QSAT 是 QMA1- 完

全的 [32], 而 QMA1- 完全问题是难解的, 人们普遍相信这类问题即使在量子图灵机模型下也没有多项
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表 1 向量空间的相对维度与独立性 [33]

Table 1 Relative dimension and independence of vector space [33]

Probability space Ω → Vector space V

Event A ⊆ Ω → Subspace A ⊆ V

Probability Pr(A) → Relative dimension R(A) :=
dim(A)
dim(V )

Conjunction A ∧B → A ∩B

Disjunction A ∨B → A+B = {a+ b|a ∈ A, b ∈ B}

Complement A = Ω\A → Orthogonal subspace A⊥

Conditional probability Pr(A|B) :=
Pr(A∧B)
Pr(B)

→ R(A|B) :=
R(A∩B)
R(B)

Independence Pr(A ∧B) = P (A) · P (B) → R(A ∩B) = R(A) ·R(B)

式时间算法. 类似于 SAT 是经典复杂性理论的核心问题, QSAT 也是量子复杂性理论的核心问题. 量

子版本局部引理 (quantum LLL) 正是求解 QSAT 的有力工具.

给定局域哈密尔顿量 H =
∑

i Hi,令 Π =
∑

Πi,其中 Πi 为向 Hi 的激发态上投影的投影算符.容

易验证, H 是无忧的当且仅当 Π 是无忧的. 因此, 本文中我们只关心那些所有局域的项均是投影算符

的局域哈密尔顿量. 同时,为了陈述得简单,我们将无差别地使用哈密尔顿量、子空间和到子空间的投

影算符.

5.1 第一个量子版本局部引理及其在 k-QSAT 上的应用

2009 年, Ambainis 等 [33] 将概率和独立性等概念推广到了向量空间, 提出了基于依赖图的量子版

本局部引理. 相关概念如表 1 [33] 所示.

考虑局域哈密尔顿量 Π =
∑

Πi. 类似于经典的情况, 这些子空间 {Πi} 间的依赖关系可以由一
个无向图 GD = ([m], E) 刻画, 其中 GD 的每个顶点 i ∈ [m] 对应一个子空间 Πi, 并且 Πi 同所有的

{Aj : j ̸= i, j ̸∈ Γi} 不共用 qudit. 我们称 GD 为局域哈密尔顿量 Π =
∑

Πi 的依赖图.

以下的量子版本局部引理是定理 1 向子空间的推广.

定理11 [33, 34] 设子空间 A1, A2, . . . , Am 的依赖图为 GD = ([m], E), 其中 GD 的所有顶点的度均

不超过 d. 若 e · d ·R(Ai) 6 1 对任意的 i ∈ [m] 均成立, 则有 R(
∪

i Ai) < 1.

以下的量子版本局部引理是定理 3 向子空间的推广.

定理12 [33] 设子空间 A1, A2, . . . , Am 的依赖图为 GD = ([m], E). 若存在实数 x1, . . . , xm ∈ (0, 1)

使得 R(Ai) 6 xi

∏
j∈Γi

(1− xj) 对任意的 i ∈ [m] 均成立, 则 R(
∪

i Ai) < 1.

量子版本局部引理的一个典型应用是求解 QSAT. k-QSAT 问题是对 k-SAT 问题的自然推广. 考

虑局域哈密尔顿量 Π =
∑

Πi, 若其中每个 Πi 都是 k- 局域的, 我们称 Π 是一个 k-QSAT 实例. 利用

定理 11, Ambainis 等 [33] 将推论 1 推广到了 k-QSAT.

推论3 [33] 给定一个 k-QSAT 实例 Π =
∑

Πi, 其中每个 Πi 的秩均为 1. 如果每个 Πi 最多同其

他 ⌊2k/e⌋ 个子空间共用 qudit, 则 Π 可满足.

任何一个经典的 k-SAT 实例都可以被看作一个 k-QSAT 实例, 只不过 k-SAT 实例涉及的子空间

一定可以由标准计算基张成. 结合定理 2, 我们有推论 3 在渐进意义下也是紧的.

利用定理 11, Ambainis等 [33] 还将随机 k-QSAT问题临界密度的下界从 Ω(1)改进到了 Ω(2k/k2),

几乎匹配上了临界密度的上界 O(2k) [35].
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5.2 量子版本紧的条件及其物理内涵

最近, Sattath等 [36] 针对相互作用图推广了量子版本局部引理. 相互作用图 GB = ([m], [n], E)是

一个二部图,其中 [m]中的顶点表示哈密尔顿量, [n]中的顶点表示 qudit,当一个哈密尔顿量非平凡地

作用在另一个 qudit 上时, 相应的顶点之间连一条边. 相互作用图是对局域哈密尔顿量的一种自然刻

画, 是经典情形下事件 – 变量图的量子对应.

事件 – 变量图的量子内部定义如下.

定义7 (二部图的量子内部) 二部图 GB 的量子内部, QI(GB), 定义为

QI(GB) =
{
r :存在与 r 等长的有理向量 r′, 其每一维都不小于 r, 且满足任意相互

作用图为 GB , 相对维度向量为 r′ 的局域哈密尔顿量都是无忧的
}
.

由上述定义容易验证, 给定二部图 GB 和有理向量 r, 任意相互作用图为 GB 相对维度向量为 r

的局域哈密尔顿量都是无忧的当且仅当 r ∈ QI(GB). 量子版本局部引理关心给定相互作用图, 当局

域哈密尔顿量的相对维度向量满足什么条件时能保证该局域哈密尔顿量是无忧的,也就是要刻画相互

作用图的量子内部.

2016 年, Sattath 等 [36] 证明了 Shearer 界对量子版本局部引理依然是充分的, 即有如下定理.

定理13 [36] 对于任意的二部图 GB , I(GD(GB)) ⊆ QI(GB).

如第 2.2 小节所述, 由 Shearer 界算出的概率阈值的相反数恰好是硬核晶格气模型配分函数的

第一个负的逸度零点, 在经典统计力学中已经被反复研究过. 结合经典统计力学中的工具和定理 13,

Sattath 等 [36] 计算了多种晶格的无忧临界阈值的下界.

与变量版本局部引理超出 Shearer 界不同, Sattath 等 [36] 猜测 Shearer 界对量子版本局部引理是

紧的. 这一猜测具有重要的物理意义.

首先,这一猜测成立意味着硬核晶格气模型配分函数的第一个负的逸度零点恰好也是局域哈密尔

顿量无忧的临界阈值的相反数. 同时, 几何化定理 [37] 说明了几乎所有 qudit 维数足够大的局域哈密

尔顿量,其核的相对维度都能取得理论上的极小值.因此,如果 Shearer界对量子版本局部引理是紧的,

结合几何化定理, 我们有对于几乎所有 qudit 维数足够大的局域哈密尔顿量, 硬核晶格气模型的配分

函数提供了其量子可满足性问题的完整刻画,且晶格气的临界指数可以用来计算无忧哈密尔顿量的基

态熵. 也就是说, 经典统计力学中的相关结论可以直接迁移到量子复杂性领域 [36].

其次, Gilyén 和 Sattath [38] 提出了一个量子重采样算法. 当局域哈密尔顿量的一致差异 (uniform

gap)足够大,且其相对维度向量落在 Shearer界之内时,该算法可以高效地制备一个无忧的量子态. 如

果 Shearer 界对量子版本局部引理是紧的, 则该量子重采样算法的收敛条件也是紧的.

2019 年, 何昆等 [34] 证明了这一猜测, 即有如下定理.

定理14 [34] 对于任意给定的二部图 GB , I(GD(GB)) = QI(GB).

6 构造版本局部引理

之前所讨论的局部引理只能用来证明问题的解的存在性. 本节将讨论构造版本局部引理 (con-

structive LLL), 除了证明解存在, 此类局部引理还会给出能快速找到问题的解的构造性算法.

1991 年, Beck [39] 提出了一个寻找满足所有约束的赋值的确定性算法. 当依赖图 GD = ([m], E)

中顶点的最大度不超过 2m/48 时, 该算法是多项式的. 这是第一个构造版本局部引理. 之后, 人们做了
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一系列改进弱化构造版本局部引理的条件 [40∼43]. 这些构造版本局部引理都依赖于原来的非构造版本

局部引理, 并且它们的条件离定理 1 中的条件还有较大差距.

2009 年, Moser [26] 提出了一个新的构造版本局部引理, 在 k-SAT 问题上几乎达到了推论 1 所刻

画的界. 之后, Moser 和 Tardos [27] 一起改进了该结果, 他们在由变量生成的事件系统这一模型下, 提

出了一个新的构造版本局部引理, 达到了定理 3 中的界. Moser [26] 及 Moser 和 Tardos [27] 的结果是

局部引理研究中里程碑式的工作. 他们的结果既没有基于以前的构造版本局部引理, 也没有利用非构

造版本局部引理的证明. 他们提出了一个简单的构造算法, 并给出了对算法收敛性的优雅的证明. 利

用 Moser 和 Tardos 提供的构造性算法, 绝大多数非构造版本局部引理保证有解的问题都可以被快速

地求解.

6.1 变量版本的构造算法及其在求解 k-SAT 上的应用

Moser 和 Tardos [27] 针对变量模型, 提出了一个简单的重采样算法, 即算法 1.

算法 1 Resample

1: Sample X1, . . . , Xn uniformly at random;

2: while ∃i ∈ [m] such that Ai holds do

3: Choose an arbitrary such i and resample all variables used by Ai;

4: end while

5: Return the current assignments of all variables.

显然, 当算法 1 停止时, 输出的对所有随机变量的赋值可以避开所有的坏事件. 并且, 人们还找到

了一系列优雅的保证算法 1 停止的条件, 即定理 15, 17 和 19.

在变量模型下, 事件集 A = {A1, . . . , Am} 的依赖图一般是指其二部图的基图. 对于依赖图, 有如

下定理.

定理15 [27] 假设由变量生成的事件集 A = {A1, . . . , Am} 的依赖图为 GD = ([m], E), 概率向量

为 p ∈ (0, 1)m. 如果存在实数 x1, . . . , xm ∈ (0, 1) 使得 pi 6 xi

∏
j∈Γi

(1− xj) 对任意的 i ∈ [m] 均成立,

则算法 1 对事件进行重采样的期望次数不超过
∑

i∈[m]
xi

1−xi
.

利用定理 15, 绝大多数非构造版本局部引理保证有解的问题都可以被快速地求解. 这里以求解

k-SAT 为例进行说明.

定理16 [26, 44] 给定一个 k-SAT 实例 Φ, 如果其每个子句最多同其他 ⌊(2k − 1)/e⌋ 个子句共用变
量, 则算法 1 可以找到一组使 Φ 为真的赋值, 且重采样的期望次数为 O(m), 其中 m 是 Φ 的子句数.

结合定理 2 可知, 从渐进意义而言, 定理 16 对 k-SAT 问题是紧的.

在变量模型下, 事件集 A = {A1, . . . , Am} 的负依赖图一般是指无向图 GD = ([m], E), 其中 GD

的每个顶点 i ∈ [m]对应一个坏事件 Ai,并且 (i, j) ∈ E 当且仅当在 Ai, Aj 中只有一个事件发生时,通

过重采样该事件的变量可能导致另一个事件发生. 对于负依赖图, 有如下定理.

定理17 [27] 假设由变量生成的事件集 A = {A1, . . . , Am} 的负依赖图为 GD = ([m], E), 概率向

量为 p ∈ (0, 1)m. 如果存在实数 x1, . . . , xm ∈ (0, 1) 使得 pi 6 xi

∏
j∈Γi

(1− xj) 对任意的 i ∈ [m] 均成

立, 则算法 1 对事件进行重采样的期望次数不超过
∑

i∈[m]
xi

1−xi
.

也就是说, 在变量模型下, Lopsided 版本局部引理也可以一定程度地算法化. 定理 17 是定理 15

向负依赖图的扩展. 利用定理 17, 可以证明如下结论.
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定理18 [6, 26] 给定一个 k-SAT实例 Φ,如果其每个变量最多被 ⌊2k+1/(e(k+1))⌋个子句共用,则

算法 1 可以找到一组使 Φ 为真的赋值, 且重采样的期望次数为 O(m), 其中 m 是 Φ 的子句数.

结合定理 8 可知, 从渐进意义而言, 定理 18 对 k-SAT 问题也是紧的.

Moser 和 Tardos 只能证明在定理 3 的条件下重采样算法快速收敛. 2011 年, Kolipaka 和

Szegedy [28] 进一步证明了重采样算法在 Shearer 界之内都快速收敛. 即有如下定理.

定理19 [28] 假设由变量生成的事件集 A = {A1, . . . , Am} 的依赖图为 GD = ([m], E), 概率向量

为 p ∈ (0, 1)m. 如果存在 ϵ > 0使得 (1+ ϵ)p ∈ I(GD), 则算法 1对事件进行重采样的期望次数不超过

m/ϵ.

由第 4 节, 我们知道变量版本局部引理紧的条件超出了 Shearer 界. 因此, 重采样算法的收敛条

件有可能进一步扩展. 2017 年, Catarata 等 [45] 发现实际执行时重采样算法对于很多超出 Shearer 界

的实例依然是高效的. 一个重要开放问题是在变量模型下构造版本局部引理紧的条件是什么.

为了在非变量模型下快速找到问题的解, 除了变量模型, 人们还研究了其他模型下的构造版本

局部引理. 2014 年, Harris 和 Srinivasan [17] 提出了针对排列的构造版本局部引理, 之后 Harvey 和

Vondrák [46] 进一步把构造版本局部引理扩展到了存在 resampling oracles 的情况. 2014 年, Achlioptas

和 Iliopoulos [47] 提出了基于随机游走的构造版本局部引理, 之后 Achlioptas 等 [48, 49] 进一步把构造版

本局部引理扩展成了一个集中的随机局部搜索的算法框架. 文献 [46, 48] 中坏事件的选取规则是确定

的. 2016 年, Kolmogorov [50] 证明了, 只要满足某种对易条件, 任意选取坏事件的规则都是可行的. 除

了基于重采样的构造算法, 另一类重要的构造算法是基于回溯的 [26]. 最近, Achlioptas 等 [51] 提出了

一个新的框架, 统一了基于重采样的算法和基于回溯的算法. 很多构造版本局部引理的算法, 如重采

样, 都是随机的串行算法. 有一系列工作研究构造版本局部引理的去随机化和并行化 [27, 52∼54]. 最近,

Harris [55] 给出了一个在 Shearer 界之内都快速收敛的确定性算法.

6.2 变量版本的构造算法及其在计数和采样上的应用

除了找到问题的解, 计算机科学还关心如何对问题的解计数, 以及如何对问题的解随机均匀采样.

本节讨论构造版本局部引理在计数与采样中的应用.

2017 年, 郭珩等 [56] 证明了在相关的坏事件互斥这一 “极端” 情况下, 算法 1 输出的不仅仅是问

题的解, 还是对问题的解的随机均匀采样. 基于算法 1, 郭珩等提出了一种新的采样算法, 即部分拒

绝性采样, 得到了该算法在 “极端” 情况下精确的期望运行时间, 并将其应用到了 k-SAT 和独立集的

采样. 后来, 郭珩和 Jerrum [57] 又基于对部分拒绝性采样运行时间的分析, 找到了网络所有终端可

靠性问题 (all-terminal network reliability) 的第一个完全多项式时间随机近似框架 (fully polynomial-

time randomized approximation scheme). 之后, 郭珩和何昆 [58] 进一步扩展了相关结果,得到了一系列

popping 算法精确的期望运行时间. 郭珩和 Jerrum [59] 还将相关技术应用到了有向环拟阵的计数.

2017年, 结合构造版本局部引理, Moitra [24] 提出了一种新的算法框架, 对合取范式的可行解进行

计数和采样. 2019 年, 凤维明等 [60] 利用局部引理, 绕开了传统马尔可夫链无法对不连通的样本空间

进行采样的障碍, 从而改进了 Moitra 的结果. 郭珩等 [61] 还将相关算法框架推广到了超图染色的计数

和采样. 最近, Galanis 等 [62] 又将相关算法框架推广到了随机 k-SAT 解的计数.

这里, 我们还是以 SAT 问题为例, 来看看局部引理在计数与采样上的应用.

定理20 [24] 令 Φ 为一个关于 n 个变量的合取范式, 其每个子句包含 k 到 2k 个文字, 并且每个

变量最多被 d 个子句共用. 如果 k > 60 log d, 则存在着一个确定性的多项式算法对 Φ 可满足的赋值
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表 2 不同晶格的临界阈值 [34]

Table 2 Summary of the critical thresholds for various lattices [34]

Lattice Quantum
Lower bound of the difference

(between the classical and quantum thresholds)

Triangular 5
√

5−11
2

[10,67,68] 6.199× 10−8

Square 0.1193 [10,69] 5.943× 10−8

Hexagonal 0.1547 [10] 1.211× 10−7

Simple cubic 0.0744 [67] 9.533× 10−10

进行近似计数, 其误差不超过真实值的 1/nc. 且存在着一个随机的多项式时间算法对 Φ 可满足的赋

值进行近似采样, 采样的分布与真实分布的总变化距离 (total variation distance) 不超过 1/nc.

在一定的计算复杂性假设下, 定理 20 中 k 和 d 的关系在量阶上是紧的, 因为可以证明如下定理.

定理21 [63] 令 Φ 为一个关于 n 个变量的合取范式, 其每个子句包含 k 到 2k 个文字, 并且每个

变量最多被 d 个子句共用. 如果 k 6 2 log d − O(1), 则以 1/nc 的误差对 Φ 可满足的赋值进行近似计

数和采样都是 NP- 难的.

6.3 量子版本的构造算法及其在求解 QSAT 上的应用

Ambainis等 [33]提出了量子版本局部引理之后,人们试图给出量子版本局部引理的构造算法. 有一

系列工作研究给定对易的局域哈密尔顿量,如何高效地制备一个无忧的量子态 [64∼66]. 2017年, Gilyén

和 Sattath [38] 设计了一个适用于一般的局域哈密尔顿量的量子重采样算法. 在局域哈密尔顿量的一

致差异足够大, 且其相对维度向量落在 Shearer 界之内时, 该算法可以高效地制备一个无忧的量子态.

该算法的一个直接应用就是求解落在 Shearer 界之内的 QSAT 实例.

7 经典变量与量子的能力差异及晶格的临界阈值

如第 4.1 和 5.2 小节所述, Shearer 界对量子版本局部引理是紧的, 而变量版本局部引理紧的条件

超出了 Shearer界. 这从局部引理角度展现了量子和经典的能力差异.相比于任意的图,物理学家们更

关心无限大的图, 尤其是晶格. 本节将比较晶格上局域哈密尔顿量无忧的临界阈值和由变量生成的事

件系统的临界阈值, 以研究晶格上量子和经典的能力差异.

晶格上硬核晶格气模型配分函数的第 1个负的逸度零点恰好是其硬核奇点 (hard-core singularity).

如第 5.2 小节所述, 该零点恰好也是局域哈密尔顿量无忧的临界阈值的相反数. 因此, 我们可以由统

计物理中反复研究过的硬核奇点直接得到局域哈密尔顿量无忧的临界阈值. 接下来, 我们考虑晶格上

由变量生成的事件系统的临界阈值. 虽然我们已经知道变量版本局部引理紧的条件, 即定理 9, 但定

理 9 中的数学规划很难求解, 要直接计算晶格上变量版本的临界阈值是非常困难的. 2019 年, 何昆

等 [34] 考虑了晶格上的事件系统. 他们借助变量版本、量子版本以及 Lopsided 版本局部引理紧的条

件,即定理 9, 14和 7, 给出了事件系统与局域哈密尔顿量临界阈值之差的下界, 见表 2 [10, 34,67∼69]. 在

表 2中,晶格上的点表示局域哈密尔顿量或者经典的事件,边表示 qudit或者变量. 相关结果展现了晶

格上量子和经典的能力差异, 同时, 也首次给出了在无穷大的图上变量版本紧的条件超出 Shearer 界

的例子.
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8 总结与展望

洛瓦兹局部引理是最重要的概率方法之一, 是组合数学和理论计算机中的重要工具. 除了抽象版

本局部引理之外, 局部引理还有很多其他的变种, 比如 Lopsided 版本以及近年来发现的变量版本、量

子版本和构造版本局部引理. 本文主要以 SAT 问题和 QSAT 问题为例, 介绍了这些不同版本的局部

引理的应用, 包括 SAT问题是否有解、如何快速找到 SAT问题的解、如何对 SAT问题的解进行计数

和采样、QSAT 问题是否有解以及如何快速找到 QSAT 问题的解. 在这些应用中, 由局部引理得到的

界要么渐进意义上是紧的, 要么量阶是紧的. 利用局部引理还可以给出一些晶格上事件系统与局域哈

密尔顿量临界阈值之差的下界.

对于很多版本的局部引理, 如抽象版本、Lopsided 版本、变量版本和量子版本, 人们已经知道其

紧的条件. 其中, Shearer 界对抽象版本、Lopsided 版本和量子版本局部引理都是紧的, 这将统计物理

中硬核晶格气模型的配分函数、量子物理中局域哈密尔顿量无忧的临界阈值和洛瓦兹局部引理联系

了起来. 而变量版本局部引理紧的条件可以超出 Shearer 界, 这从局部引理角度展现了量子与经典的

能力差异.

构造版本局部引理是当前局部引理领域研究的热点. 扩展构造版本局部引理的应用范围以及构造

版本局部引理的并行化和去随机化是未来重要的研究方向. 关于构造版本的一个重要的开放问题是,

重采样算法是否在变量版本局部引理的范围内都收敛. 求解这一问题, 将为重采样算法及相关算法的

分析提供新的工具.
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Abstract Lovász Local Lemma (LLL) is an important tool in combinatorics and probability theory. It can be

used to show the existence of combinatorial objects meeting a collection of criteria as long as the criteria are

weakly dependent. It was first proposed by Erdős and Lovász in 1975. Since then, many applications of LLL have

been found in combinatorics, theoretical computer science, and physics. Recently, several new versions of LLL

have been proposed. Constructive LLL is an especially big breakthrough in theoretical computer science that has

attracted lots of attention. In this paper, we will review recent progress in LLL research, including new versions

of LLL and their applications. We will precisely define and differentiate among abstract LLL, lopsided LLL,

variable LLL, and quantum LLL. We will also provide connections between abstract LLL and statistical physics,

as well as between quantum LLL and quantum physics. LLL can be used to prove the existence of solutions,

find solutions efficiently, count the number of solutions, and sample a solution uniformly at random. We will also

illustrate these applications of LLL with the SAT problem and the quantum SAT problem.

Keywords Lovász Local Lemma, variable LLL, quantum LLL, constructive LLL, Shearer’s bound
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